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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

1 Wyktad - 26.02.2019

1.1 Informacje ogdblne

http://tomasz.amu.edu.pl/wrp/wrp.html
Zaliczenie od 51%

Egzamin pisemny na koniec.

1.2 Po co informatykowi rachunek prawdopodobienstwa?

ZASTOSOWANIA:
e Algorytmy losowe - 50% komputeréw w Polsce zainfekowal wirus znajdZ przynajmnie;
jeden taki komputer. Jezeli bedzie 100 komputeréw to (1 — 1)1 =1071°
e Badanie $redniego czasu algorytmu

e Zero - knowleage proofs

e Statystyka

1.3 Definicja klasycznego prawdopodobienstwa

Definicja 1.1. Klasyczne prawdopobienstwo - eksperymnent losowy, ktérym mozna uzyskac

jako wi, wo, w3

Q) - zbior zdarzen elementarnych (zbiér wszystkich mozliwosci wynikéw

Q — {u)l,WQ,CU3}

Przyklady
e Rzut monety
Q={0,R}
e Rzut kostka
0=1{1,2,3,4,5,6}
e Rzut dwiema monetami
0 ={(0,0),(0,R)} ={(0, R),(0,0), (R, 0), (R, R)}
2, = {{0,0},{0, R}{R, R}}

A C Q to zdarzenie

w C ) to zdarzenie elementarne
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

Wzor na klasyczng definicje prawdopodobienstwa:

_ Al

P =19

Przykladowe zadanie 1.

A - zdarzenie, te rzucajac kostka wyrzucamy parzysta liczbe oczek

A={2,4,6}

UWAGA!! W makro $wiecie wszystkie obiekty sa rozroznialne.

Przykladowe zadanie 2.
W urnie sg dwie kule biate i 5 czarnych. Losujemy jedng kule. Jakie jest prawdopodobienstwo,

ze kula jest biata?

Q=7
C=2
P(

Q

=4

Liczba ciagéw (z powtérzeniami) o dlugosei k, ktérego elementami zbioru {1..n} <> n € N

Liczba ciaggéw bez powtorzen o dtugosci k, ze zbioru n wynosi

nx(n=1)x(n=2)..=Mm-k+t1)=m ="

Liczba permutacji zbioru {1,2...n}

n(n—1)(n—2)..2x1=nmn!

Liczba podzbioréw k-elementowych {1,...,n}

(%) = wmm
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

Z urny, ktorej znajduja sie 2 biate i 5 czarnych kul wybieramy dwie kule:
a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze dwie kule sa biate?
Q={{1,2},{1,3},{i,j}} < i<j<7
Q=(j) =5 =21

2 1x2
A={1,2}
Al =1

P(A) = 5

b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kula jest biata:

B>, - przynajmniej jedna kula jest biata.

B>1 = Bl UB2

|AUB| = |A] +|B| - |[AN B
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)
Jesli A jest zdarzeniem to A° = Q\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym.

c Q\A Q—|A A
P(A%) = 2 _ ALy g p(g)

Zadanie Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybierajac 13 kart z 52 otrzymamy 3 piki i 4

kiery??

o= (%)
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

2 Wyktad - 5.03.2019

2.1 Prawdopodobienstwo geometryczne

Jezeli mate koto ma r = % aduze R=1

To w tym przypadku: P(A) = ”7%2)2 — }1

A jakie jest prawdopobienstwo, ze trafimy w érodek kota?

_ Pole(C) _ 0 __
P(C) T Pole(Q) T w 0

Zadanie 1. Janek i Marysia umoéwi sie na spotkanie w kawiarnii miedzy czwarta a piata.
Kazde z nich przychodzi w losowym momencie migedzy czwarta a pigta.:
a) jakie jest prawdopodobienstwo, ze pojawia sie w kawiarnii w tym samym momencie?
b) przypusmy, ze kazde z nich czeka doktadnie 15 min. Jakie prawdopodobienstwo, ze sie spo-
tkaja?
Rysunek pogladowy:
60

20

a) Q; ={z:0< 2z <60}
Q, ={y:0<y<60}
Q={z,y:0< z,y <60}

<

—
N

A - przyszli réwnoczesnie {x,y € Q : x =y}

_ Pole(d) _ 0 __
P(A) — Pole(Q) T 602 0
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

b) B - zdarzenie, ze J i M sie spotkaja
B ={(z,y) € Q: |y — x| <15}

ly — x| < 15

5<y—2x2<15

r—1o<y<lb+=x

__ pole(pomidzy—prostymi) __ 60—45%45 __ 7
P(B) - pole(§2) - 60 16

2.2 Niezaleznos¢ zdarzen

Definicja 2.1. Zadarzenia A i B sg niezalezne jesli:
P(ANB) = P(A)x P(B)

UWAGA To, ze zdarzenie A, B € () sg niezalezne, to (BYNAJMNIEJ), nie znaczy, ze AiB
sg roztaczne.

Zdarzenie {A; i € I} sa niezaleznie gdy jesli dla kazdego (skonczonego) J C I mamy:

Vier P(ﬂjeJ) - HjeJ P(Aj)

Na przyktad: A, B, C C () sa niezalezne gdy zachodza WSZYSTKIE réwnodci:
1) P(AN B) = P(A) x P(B)
2) P(ANC) = P(A)« P(C)
3) P(BNC)= P(B)«* P(C)
4) PIANBNC) = P(A)x P(B) x P(C)

Zadanie 2. Rzucamy dwa razy moneta. Zdarzenie A - w pierwszy rzucie wypadnie orzel, B

- wypadnie reszka w drugim rzucie, C - w obu rzutach ten sam wynik. Czy A,B,C sg niezalezne?

Q= { (O>O)v(O7R)7(R’O)7(R’R)}

P(A) =3
P(B)=4 =}
P(C) =3
P(ANB) =1
P(ANC) =1
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

PBAC) =1
P(ANBNC) =
1)Réwnosé TAK
2)Réwnosé TAK
3)Réwnosé TAK
4)Rownosé NIE

Nie zachodzi 4) réwnos$é wiec zdarzenie A, B, C' => nie sa niezalezne, ale réwnosci 1), 2), 3)

nazywamy zdarzenie parami niezalezne.

Zadanie 1. (Ciag dalszy) Niech Jg; oznacza, ze Janek przyszedl do kawiarni przed
czwarta minut k ( przed 4:k)

c¢) Czy zdarzenie B jest niezalezne?

P(J<15 N B) == P(JQIS) * P(B)
P(B) = §
P(Jgs) = §
P(J<asNB) =2
ole 15415+ L x15%15
X — P(P(J\15 N B)) _p lp((flje(zgﬁ)B)) — 1522 = 33—2
P(J<30) = 3
Z = P(Jj<30N B) —%*%
X=7

NIEZALEZNOSC POTWIERDZONA

Zadanie 3. Pradoks Bertranda
Zmalez¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana cieciwa okregu, ze ma diugosé wigksza niz

bok trojkata wpisanego w ten okrag.

I spos6b

Zaznaczamy dwa losowe punkty
Q={a:0<a<2r}
A={a:ir<a<;m}

_di(A) _ 3m—3m
P(A)_ i — 327r3 — 3
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

11 sposéb
Q={z:-1<z <1}

A:{x‘—l<m<%}

di(A) _
P(A) = aQ) =
III sposéb

Q2 - koto o promieniu 1 bez brzegu

A - koto o promieniu % bez brzegu

_ pole(A) 1
P(A) - gole(Q) 4

3 Wyklad 12.03.2019

3.1 Wilasnosci prawdopodobienstwa

1
2

) P(A )—l—P(A)

)
3)

)

)

)

(0) =

esli A D B, to P(A) > P(B)
(AUB) =P(A)— P(B)— P(ANB)
(AUB) < P(A) + P(B)

(U2, 4i) = 2% P(4)

L‘“Uﬁ

4
5
6

T v

3.1.1 Dowdd

i,

(€) =

P(AU A°) =1 te dwa zdarzenia sa roztaczne
P(A)+ P(A°) =1

P(A°) = 1 — P(A)

3.1.2 Dowéd

P() = P(Q) =1— P(Q) =0

3.1.3 Dowdd

P(A) = P((A\ B)\ B) = P(A\ B) + P(B)

> P(B)
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

3.2 Przestrzen probablistyczna

Definicja 3.1. Przestrzenia probailistyczng nazywamy trojke (Q, F, P), gdzie €2 jest zbio-
rem zdarzen elementarnych, F jest porzadng rodzina podzbioréw, ktorej elementy nazy-
wamy zdarzeniami, a P : F — [0, 1] jest funkcja prawdopodobienstwa taka, ze:

1) 0 < P(A) < 1 dla dowolnego zdarzenia Q C 2

2) P(Q) =1

3) Dla ciagu parami roztacznych zdarzen A, A,,..., zachodzi P(U2,A;) = > 0%, P(4;)

Definicja 3.2. Niech (4, Fi, P1) i (Qq, F2, P») beda dina orzestrzeniami probabilistycznymi.
loczynem (produktem) tych przestrzeni nazywamy przestrzen (2, F, P) gdzie = Qy x Qp, F
zawiera wszystkie zbiory typu A; x As, gdzie A; € F1 1 Ay € Fsy, oraz dla takiej pary zbioréw
maimy

P(A, x Ay) = Py(A}) * Py(Ay).

Przyktady:
Schemat Bernulliego 7, = (Z)pk(l —p)Fdlak=0,1,..,n

Rozklad geometryczny o = p(1 —p)*tdlak=1,23...

3.3 Przestrzen warunkowa

Definicja 3.3. Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna, a B € F jest zdarzeniem, dla

ktorego P(B) > 0, wtedy mozemy skonstruowaé przestrzen warunkowa (B, Fp, Pg) przyjmujac
F={FNB:FeF)

a dla kazdego A € F

3.4 Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem

zajScia zdarzenia B

UWAGA Jesli zdarzenia A i B sg niezalezne, to
P(A|B) = P(A) i P(B|A) = P(B)

zakladajac, ze P(A) oraz P(B) >0

Strona 10



Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

Zadanie 1. W urnie znajduja si¢ 2 kule biate i 3 czarne. A-tego samego koloru

B-przynajmniej jedna

1) Znajdz P(A\ B) oraz P(B\ A)

})(14|Z3) _ P(ANB) _

P(B|A) = £20A) = 2

Zadanie 2. Wrzucamy z powrotem kule do urny i powtarzamy do momentu gdy wycia-
gniemy dwie kule tego samego koloru. Znajdz prawdopodobienstwo, ze zdarzy sie to w trzeciej

rundzie.

Sukces - wyciaggniecia kul tego samego koloru.

D3 - doswiadczenie trwa 3 rundy.

P(Ds) = (1-— %)(1 _ %)i _ 6x6%4

10 1000

Zadanie 3. Niech E bedzie zdarzeniem, ze w pierwszej rundzie wyciggneliSmy conajmniej

jedna kule czarna. Znajdz prawdopodobienistwo P(FE|Ds3)

P(E| D) = P55 = 1

Zadanie 4. Znajdz, ze w 10 rundzie, ze 3 razy wyciagnac kule tego samego koloru.
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

m = (19)""(0,4)3(1 — 0,7)?

4 Wyklad - 19.03.2019

4.1 Prawdopodobienstwo catkowite. Wz6r Bayesa

Twierdzenie 4.1. (Wzér lancuchowy.) Jezeli zdarzenia A, Ay, ..., A, speliaja warunek

P(A1 N A2 N...N An—l to

Twierdzenie 4.2. Jesli By, By, ..., By € F sa podzialem () na roztaczne zdarzenia o dodatnik

prawdopodobienstwie, to dla kazdego zdarzenia A € F mamy

k
P(A) = ZP(A\Bi)P(Bi)
i=1
a dla kazdego j = 1,2,....k
P(A|B;)P(B;)
>iii P(A|B)P(B;)

Zadanie 1. W urnie znajduja si¢ 3 kule czerwona i 2 niebieskie i jedna kula czerwona.

P(B;|A) =

1) Jesli kula jest czerwona wrzucamy ja i z powtorem do urny.
2) Jesli kula jest niebieska wyrzucamy kule.
C; - czerwona kula na i-tej pozycji.

N; - niebieska kula na i-tej pozycji.

3 — 18
4 7 100

P(Cl N N2 N 03) == P(Cl) + P(N2|01)P(03|01 N Ng) = g X % *
Zadanie 2. Z urny z poprzedniego zadania po pierwszej rundzie wyciggamy dwie kule.

1) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wyciagnieto kule réznych koloréw.

2) Przypusmy, ze kule sa réznych koloréw. Znajdz prawdopodobienistwo, ze w pierwszej rundzie

wyciagnelismy kule czerwona.

R - w drugiej rundzie rézne kolory

C - pierwsza kula czerwona.

P(Ch|R) =7
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

P(C1) =3

P(N,) =2

P(01|R) =

P(R|C1)P(C1)

9
P(R|C1)P(C1)+P(RIN1)P(N1) %

Zadanie 3.

alw
*

Szance wygrania

Elf
Rycerz
Kart

0,5
0,3
0,2

0,1
0,2
0,5

1) Jaka jest szansa, ze ukonczymy gre?

2) Przypusmy, ze ukonczylismy gre. Znajdz prawdopodobienstwo, ze ostatnig walke stoczylismy

7z elfem.

7 - zwyciestwo

E - walczymy z elfem

R - walczymy z rycerzem

K - walczymy z kartem

P(Z|E) =0,1
P(Z|R) = 0,2
P(Z|K) =0,5

P(Z) = P(Z|E)P(E)+P(Z|R)P(R)+ P(Z|K)+P(K) = 0,1%0,5-+0,3%0,2+0,5%0,2 = 0, 21

P(E|Z) =

P(Z|E)P(E)

P(Z)

0,05

0,21
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

5 Wyklad - 26.03.2019

5.1 Zmienna losowa

Definicja 5.1. Zmienng losowa X okreslong na przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P) na-
zywamy funkcje (niezalezna) X : Q — R

Definicja 5.2. Zmienna losowa X jest dyskretna jesli istnieje przeliczalny zbiér atomow

A={ay,ay,..} taki, ze > ca P(X =a) =1

5.2 Rozklad zmiennej losowej

Definicja 5.3. Rozkladem zmiennej losowej dysktetnej X nazywamy funkcje f : A —
[0, 1] zdefiniowang wzorem f(a) = P(X = a). Wygodnie podawaé rozktad w formie tabelki.

5.3 Dystrybuanta zmiennej losowej

Definicja 5.4. Dystrybuanta zmiennej losowej nazywamy funkcje F), : R — [0, 1] zdefi-
niowang wzorem F, = P(X < ) = P(X'((—o0,7]))

0 gdy z < —1
Fx(z)=P(X<z)={ 1 gdy -1<z<?2
1 gdyz > 2
Y
1,,
‘ X
—1 2

5.4 Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej

Definicja 5.5. Wartoscig oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej X nazywamy liczbe

EX =% ,caa*xP(X =a)
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

UWAGA Jesli szereg po prawej stronie rownanie nie jest bezwzglednie zbiezny, to mowimy,

ze wartosci oczekiwane nie istnieje.

Zadanie 1. W urnie sg dwie kule biate, dwie czarne i jedna niebieska. Wyciggamy z urny
dwie kule:
1) Jezeli wyciagamu biata i niebieska to wyciagamy -10
2) w pozostatych przypadkach dostajemy :
za niebieska - 0
za biatg - 1

za czarng - 2

X - wygrana w tej grze

0 gdyzx<-10
02 gdy —10>x <2
Fx(r)=P(X<z)=4 05 gdy2>z<3
0.9 gdy 3

>zr <4
1 gdyx>4

0.5 —

—10 234
Zadanie 2. Rzucamy monetg do momentu gdy nie wyrzucimy orta. Jesli do tego momentu

wykonamy ”izzutéw wygrywamy 3¢ zlotych. Znajdz rozktad.

Q = {0, RO, RRO, RRRO, ..} U{RRRRRR...}

Strona 15



Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

. . 1
filp(X = 3Z) = Zfil(%)z = 1,2 =1

EX =YX 3P(X=3)=23xL =Y (3) =00

it 2

WARTOSC OCZEKIWANA NIE ISTNIEJE

- zmiefimy 3’ na (—1)% % 3

P(X =-3)=4

EX = Y2, (=3)'P(X =3) = 52, (=3) % 5 = 52, —(3)’
NIE ISTNIEJE

- zmiefimy 3 na (2)’

P(X) = () =5

2 2¢

EX = Zﬁl(%)if)(X =3) = fil(%)z * % =3

6 Wyklad - 2.04.2019

6.1 Zmienne losowe X

6.1.1 Prawo leniwego statystyka dla X

Twierdzenie 6.1. (Prawo leniwego statystyka). Niech X bedzie zmienng losowa dyskretna o
wartosci {z1, xs,...} 1 g : R — R bedzie funkcja, wtedy

E(g9(X)) = ZQ(%)P(X = 7;)
6.1.2 Wartos¢é oczekiwana

Definicja 6.1. Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej dyskretnej X o wartosci (atomach)
{1, 29, ...} nazywamy liczbe

EX =Y 2,P(X = ;)

6.2 Zmienne losowe wielowymiarowe

6.2.1 Rozklad laczny

Definicja 6.2. Rozklad (laczny), lub funkcje masy prawdopodobienistwa, zmiennej losowej(X, Y")
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

definiujemy podajac wszystkie wartosci
piu=PX =2,Y =y

Wtedy >, pig =1

6.2.2 Rozktad brzegowy X,Y

Definicja 6.3. Rozklady brzegowe zmiennych X i Y obliczamy za pomoca wzoréw

P(X=2)=Y P(X =X,Y =)
l
P(Y =y) ZZP(XZXuYZ?Jz)

6.2.3 Niezaleznos¢ zmiennych losowych X,Y

Jesli dla wszystkich wartosci (z;,y;) zachodzi

P X=uz,Y=y)=PX=x,)PY =y)

6.2.4 Prawo leniwego statystyka X,Y

Twierdzenie 6.2. Niech (X,Y) bedzie zmienng losowa dyskretna o wartosciach {(z;, ;) : 1,1 =

1,2...} i g : R? — R bedzie funkcja, wtedy
il

np.

6.2.5 Wariancja

Definicja 6.4. Wariancja zmiennej losowej nazywamy

VarX = E((X — EX)?) = E(X?) — (EX)?

6.3 Kowariancja

Definicja 6.5. Kowariancjg zmiennej losowej(X,Y) nazywamy liczbe

Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = E(XY) — EX x EY
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

6.3.1 Wspodlczynnik korelacji

Cou(X)Y
p(X,Y) = XY)
VVarX « VarY

Zadanie 1. Dana jest zmienna losowa X o rozktadzie:

X 21-110 |1

10 10 10 10

Zmajdz rozklad i wartoéé¢ oczekiwang zmiennej losowej Y = 222

Rozktad zmiennej losowej Y

v 0 2 8
PY=y) |5 |w%+i%5=1 |10

()43 6 1
EY_O*E+2*E+8*T0_2
EX=-2x++(-1)*25+0x5+1x5=0

6.4 Wlasnosci wariancji

1) VarX >0
2) VarX = E(X?) — (EX)2
3) Var(aX +b) = a*VarX

Dowdd 2)

EX =p

VarX = E(X — EX)? = E((x — p)(x — p)) = E[z?* = 2ux + p?] = E(2?) — 2uEX + p? =

B(?) — 24 + i = E(X)? — (EX)?

Dowéd 3)

Var(aX =b) = E(aX+b—FE(aX+b))? = E[(aX +b—aEX —b)?] = E[a*(X—EX)? = a*VarX
Zadanie 2. Rzucamy dwoma kostkami rozréznianymi kostkami. Jesli na pierwszej kostce

jest 767 to pierszy gracz wygrywa 3. Kiedy liczba jest nieparzysta to "wygrywa”1l (przeg.) w

przypadku remisu wygrywa 2. Drugi gracz wygrywa 2, gdy suma kostek jest parzysta, a gdy

przegrywa 2(niep.) Znajdz rozktad zmiennej losowej (X,Y)
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

yx | -1 0 3
1,1 1,1 —3V=9)=1,1 |1
—2 5*5 6*5 P(X—S,Y— 2)—6*2 3
1,1 1,1 1,1 1
2 | 3%3|§%3 6 %2 2
1 1 1
2 3 6

EX =(-1)(-2)P(X = -1,Y ==2)+ ... =0

6.5 Wtlasnosci p(X,Y)

1) Jesli X,Y sa niezalezne to p(z,Y) =0 (i Cov(X,Y) = 0) ale nie odwrotnie!
2) -1 < p(X,Y) <1

Zadanie 3. Dane sg takie same jak w zadaniu 2 (suma na iloczyn).

yx| -1 [0]|3
r,112|11]3
2 13*306ls |1
1,1 1

1 171

2 3|6

EXY = (=1)%(=2) %t 4+ (1) % 2% ;1 + 2% 0% 2 +3%2x ¢ =1
EX =(-1)%24+0%5+3x3=0
Cov(X,Y) = EXY — EX+EY =0

Zadanie 4. Wyciggamy jedna kule z I urny, i jedng z IT urny.
X - liczba wyciagnietych biatych kul.
Zmajdz EX.

ILOSC | KUL

I Urna | 2 biate | 2 czarne

II Urna | 1 biata | 2 czarne

_ 2,3 1_5
T =X+ X9
x1 - liczba biatych kul wyciggnietych z 1 urny.
x4y - liczba biatych kul wyciagnietych z 2 urny.
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

7 Wyklad - 16.04.2019

7.1 Zmienne losowe ciggte

Zadanie 1. Strzelamy do okragtej tarczy o promieniu 2. Jesli trafimy w centralne kétko o pro-
mieniu 1 (wygrana 10). W przeciwnym przypadku wygrywamy 1. Znajdz rozktad i dystrybuante
wygranej X.

Koto o promieniu 1 - wygrana 10.

Koto o promieniu 2 - wygrana 1.

X ‘ 10 ‘ 1
P(X=x)| 1 |2
P(X=10) = T = |
Y
1 1 -
0.75 +
‘ s
1 10
0 gdy x < 1
Fz)=1{ 3  gdyl1<z<10
i + % gdy z > 10
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

Zadanie 2. Strzelamy do tej samej tarczy, wygrywajac Y = 5D, gdzie D jest odlegtoscig
od brzegu tarczy. Znajdz dystrybuante Y.
E(Y)=P(Y =y)=>P(Y <y)=P(Y <5D)=P(D < })

0 gdy y <0
2
Flz)=q & —% gdy0<y<10
1 gdy y > 10
4 —(2—¥)2 (2—%)2x 2
P(a)= G gl iy
3+ y
2 1
1 1
‘ s
1 10

Definicja 7.1. Zmienna losowa X : 2 => R jest ciagla, gdy dystrybuanta Fx(z) = P(X < x)
jest cigglta w kazdym punkcie. Zmienna losowa X jest ciggla, gdy nie ma atomoéw, tzn.
VeP(X =2)=0
Zadanie 3. Strzelamy do tej samej tarczy. Jezeli nie trafimy, to wygrywamy 5D, gdzie D

jest odlegltoscig od tarczy. Niech Z oznacza ”win”. Dystrybuanta Z:

0 gdy z < 0
z 22

Fy(z)=1{ 5 10 gdy 0<2<5
i gdy 5 <2< 10
1 gdy z > 10
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

Yy
1,,
0.75 | —
| x
5 10
DlaD <1 (z < 15) mamyP(Z<z):P(5D<z):P(D<§):§_1L20

P(z<7)=P(2<5)
Gestos¢ zmiennej losowej X jest funkcja f: R— > R
VaerFx(z) = [2 f(t)dt

gdy y <0

0
fry)=Fy) =4 ¢-L)=1-2 gdy0<y<10
0 gdy y > 10

10

Wtasnosci gestosci:
1) f(z) >0dlaz e R
2) [T f)dt=1
UWAGA
f(x) nie musi by¢ ciagta.
Twierdzenie 7.1. Niech x bedzie zmienng losowa ciagta o gestosci f: R— > Rig: R— >R

bedzie dowolnymi funkcjami (mierzalnymi).
Wtedy
Eg(x) = [% g(t) f(t)dt
np.
EX = [% tx f(t)dt
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

DYSKRETNE CIAGLE
Y, P(X=2)=1 [oo ftdt =1
P(X € B) = > wcB P(X=2x)| P(X€B)= [z f(t)dt
varX = B(X)? — (E(X))* | Eg(a) = [, g(t)f(t)dt
Eg(z) = ¥, g(x) P(X = 1)

8 Wyklad - 30.04.2019

8.1 Dystrybuanta zm.losowej cigglej dwuwymiarowej

Definicja 8.1. Dystrybuanta zm. losowej (X,Y). Nazywamy funkcje Fyy : R — R
Fxy =P(X <z,Y <y)
F,=P(X <z)=lm, . Fxy(z,y) F, = P(Y <y) =lim, . Fxy(z,9)

8.2 Niezalezno$¢ w zmiennych losowych ciggltych dwuwymiarowych

Definicja 8.2. Zmienne losowe X,Y sa niezalezne gdy dla Vxy Fxy (z,y) = F(z)F(y)

8.3 Dystrybuanta w zmiennych losowych cigglych dwuwymiarowych

Definicja 8.3. Jedli dystrybuanta Flyy zmiennej losowej jest ciggla to czesto istnieje funkcja

fxy: R?> — R, U0 Taka, ze dla

Fxy(xz,y) = /_moo /_yoo f(s,t)dtds

Wtedy

[ rsaras =1

8.4 Gestos¢ w zmiennych losowych cigglych dwuwymiarowych

92 F (s, 1)
Ixy(z,y) = T

Zadanie 1. Gesto$¢ zmiennej losowej (X,Y) jest dana wzorem:

cx? xel0,1]; —-1,1

0 wpp
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

1) Znajdz c i Fxy
2) Znajdz rozktady brzegowe
3) Znajdz EY, VarY, Cov(X,Y)

Ad. 1)
1= Jy [ est?dtds =>c=3
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

9 Wyklad - 7.05.2019

9.1 Zmienne losowe ciggte i dyskretne

Fy(z) = P(X < z)

ny(.l‘,y) P(X z,Y < y)
Pla< X <b) = P(X <b)— P(X <a) = F(b) — Fla)
PX<be<Y<)=PX<bY<d) —PX<bhY<c)-PX<aY<d+PX<

a,Y <c¢) = Fxy(b,a) = F(b,c) = F(a,b) + F(a,c)
Gdy zmienna losowa (X,Y) jest ciagla:

Fxy(z,y) = [T [Ys fxy (s, t)dtds

Zadanie 1.
1 gdy z,y > 1
x? gdy z € 0,1,y > =
Fxy(z,y) =19 22%% - 2)° gdyO0<y<z<l1
5
W3 egdy0<y<lLz>1
0 Wpp
i) znajdz F,iF,
1 gdyzx>1
Fx(z) = lim Fxy(z,y) 2 gdy 0< 2 <1
0 gdyz<0
L dF
=lde
S5t gdy 0< 2 <1
0  wpp
0 gdy y <0
Fy(y) = lim Fxy(z,y) =4 35— 2> gdy 0<y<1
1 gdy y > 1
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

.dF

—bdy

Pi<2<2) =Pa<2)—Pla<jz) =Pa<2—Pkc<;
1-3)°=%
P(3 < <2)=[i fx(z)de = [ fx(z)d + [ fx(x)de = 5
PG <r<2l<y<d=FRH-FRH-FEH+FGY =]
()P — (5 + SP()? - 2()° = 18 — 0,46
Nieréwnos$¢ Markowa
P([Y]| > a) <X
Va(a > 0)
Nieréwnosé Czebyszewa
P(IX — EX| > b) < VarX
P(|X — EX| > b) = P((X — EX?) > p?) gMarkow E(ngEX) — V%QX

Ty — 2yt gdy 0<y<1
0 wWpp

ii) znajdz gestosé x € [0, 1]

Fx(@) = [ f(a, t)dt = [ 102%tdt = 1022 [§ tdt = 102%(% — 0) = 5a*

fr(y) = [ f(s,y)ds = [, 10s%yds = Ly — 1044

fxy(@,y) = jmj; (z,y)
5z
2,2
dE (@) by
: 0
0
0
0
d;; =>9 ¢ 10y2? 0<y< <1
0
0
iii) znajdz P(3 <z < 2), P(3 2)

Najczesciej uzywane rozkltady zmiennej losowej:
I) Rozklad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozktad B(n,p)
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

P(X =k)={)p(1 —p)"* dlak = 0..n

EX =np

VarX = np(1l-p)

FAKT

EXi+..+X,) =EX1)+ ...+ EX,)
FAKT

Jesli zmienne losowa X...X,, sa niezalezne:
Var(X;+ ...+ X)) =VarX; + ... + VarX,
EX;=1+«P(X;=1)4+0xP(X;=0)=1
E(X))=EX;=1=p

VarX; =p—p*>=p(l —p)

IT) Zmienna losowa o rozkladzie Poissona
Gdy P(X =k) =2 dlak=0..n

EX =)\

VarX = A

IIT) Rozklad wyktadniczy

X jest ciagta, rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0

1—e ™ g
Fx(l') = {

V
o o

VarX = %

Zadanie 2. Maszynistka popehia srednio 0,3 btedy na stron¢. Znajdz prawdopodobienstwo,

Czebyszewa.

p=03=23=>x1=3

n =10

k=2
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)
P(X =2) =22

P(X =1)= %!

ze na stronie 127 beda co najwyzej 2 btedy. Oszacuj te P uzywajac nieréwnosci Markowa i

Strona 27



Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

P(X =0) = %
P(X <2) = @32 -08 4 (08 ,-03 4 (087,203 _ () 994
P(X>2)=1-P(X>2)=1-P(X>3)=1-0,1=0,9

E|X 0,
M:P(X>3)=P(X|>3)=25 = EX 03 _ ¢
C:P(X—BX>3-BX)=P(X-EX>27) < P(X - BX|>2,7) < 75 = gy =

P(X<2)=1-P(X >3)=1-0,0041 = 0,959
Zadanie 3. Czas oczekiwania T na autobus mierzony w minutach ma gestosé
fr(t) = et 120
0 wpp
e " = exp(—x)
i) znajdz P(5 < T < 20)
ii) oszacuj P(|T| > 3ET)
Rozklad wykladniczy z A = 55
P(5<T<20) = [ Lemwdt = P(5<T <20) = Er(20)—Ep(5) = (1—e 1) —(1—e %) =
ez —e 2=0,4712
ET =10
P(IT| > 30) <M £F = 8 = §
P(T >30) =Y P(T - ET >30—ET)=P(T — ET >20) < P(T - ET) < ‘(/%SZ = % = i
P(T>30):1—P(T<30):1—P(T<30):1—ET(3O):1—6’% =e3=0,05

10 Wyklad - 14.05.2019

10.1 FYrancuchy Markowa

Definicja 10.1. Lancuch Markowa nazywamy ciag zmiennych losowych xg, z;... Takie, ze dla

dowolnego ig, 71 ..
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

1/2

P12 = P(X
II=[p,J]
pi; = P(X; = j|Xo = i)

—9X,=1)=1

- macierz przejscia.

(2) 1.1 3011 ,1.1
Piz =g*pty*gty*g

b
m® = % 0
0 3
WAZNA WEASNOSC II*
Vies Z] 1pw =1
P2 =%, 303
P’ =15 730
pt=p0 11!
EERUE

10.2 Rozktad stacjonarny

NI NI= =

O NI= N

S A=

N |

O NI= N

1/4

IR N~ =

(e BN

N =

NI= NI =

N =

ool

e Ll N e ] |9V

oW

W= 00l e

N|—= olw olw

Definicja 10.2. Rozkladem stacjonarnym tancuchem Markowa o macierzy przejscia II, nazy-

wamy 7 = (7, 7o, ..) Taka, ze :

1) m=mxIl
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

—[Wl T2 73]

(e BN

{7’[’1 ) 7T3]*

O NI= N
NI N =

N[ =

T+ +0=m=>m=m

fush T3 — _ 3m
4+0+4 = Ty => T3 = D)

Moy mp W _
st T3 =73

m+me+my=1

Z powyzszego uktadu réwnan wychodzi nam: [my, mo, 73] = %,

~J|w

Y

o

Twierdzenie 10.1. UWAGA!! Kazdy fLancuch Markowa (o skoniczonej liczbie stanéw) ma
przynajmniej jeden rozktad stacjonarny. Dodatkowo jezeli tancuch jest ergodyczny (nieprzewie-

dIny, nieokresowy) to na pewno ma jeden rozktad stacjonarny.
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

11 Wyklad - 21.05.2019
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

12 Wyklad - 28.05.2019

12.1 Prawo Wielkich Liczb

Twierdzenie 12.1. Niech X, Xs... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie, takich, ze EX; = u VarX, = 0? < oo Ponadto, niech S, = X; + ... + X,,
Wtedy dla dowolnego € > 0

Sn
lim P(—M’>€):O
n—oo n
Dowdéd
ES,=E(XL, X;) =YL, EX; =nu

VarS, = Var(X, X; = (z niezaleznosci) 37, VarX, = no?

P(|2e — u‘ > ¢) = P(|S, — nu| > ne) < P(|S, — ES,| > ne) < (z Czebyszewa) YuSn — 1o —
% n—00 0
CND.

Definicja 12.1. Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(u,o?) , co zapisujemy X ~

N(u,0?) jedli gesto$é X dana jest wzorem:

flor) = 2=« T dlaz € (—00, )

oV 2T

Jesli X ~ N(0,1) to méwimy, ze X ma standaryzowany rozktad normalny.
X ~ N(u,0%) to EX = p VarX = o?

Warto$¢ dystrybuanty ® rozktad N(0,1) mozna znale$¢ w tablicach.

Definicja 12.2. Jesli X jest zmienna losowa to X = f/(‘;a% nazywamy standaryzacja zmiennej

losowej X. EX = 0, VarX = 0.
FAKT Jedli X ma rozklad normalny X ~ N(u,02%) to X ~ N(0,1)

12.2 Cetralne Twierdzenie Graniczne - CTG

Definicja 12.3. Niech Xi, ..., X,, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mych rozkladzie takich,ze EX; = u, VarX, = o2, E |X1|3 < 0.
Ponadto, niech S,, = X1 + ... + X,,, i niech x € (—00, 00) Wtedy otrzymujemy wzor:

Sp —np

lim P(——— <z

1 r 2
= — _?dt — q)
n—oo o *xMn ) \ 2T /_OO ¢ (x)
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Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

UWAGA Jesli S, jest zmienna losowa catowito liczbowa to stosujemy poprawke %

Zadanie 1. Rzucamy 100 razy moneta. Niech S,, bedzie liczba ortow.:
1) Uzyj CTG do obliczenia P(S,, = 50)
P(S, =50) = P(49,5 < S, < 50,5) S, = X1 + Xo + Xs5... + 2,

{ 0 gdy reszka w i-tym rzucie
xIr; =

1 gdy orzet w i-tym rzucie

PX;=1)=PX;=0)=1
EX;,=1%P(X;=1)+ 0% P(X; =0) =
EX;?=1"%xP(X;=1)+0=1

VarX = E(X;*) — (EX;)? =1
EXi=p=1%
VarX,; = 0% =

1
2

L

P(49.5 < S, < 50.5) = P(49.5 — 50 < S, — 50 < 50.5 — 50) = P(=25 <

P(=0.1 < 22228 < 0.1)2CTGP(0.1) — (—0.1) = 0.54 — 0.46 = 0.08

2) Normalnie obliczajac P(.S,, = 50)
P(S, = 50) = (') * (3)°0(1 — 4)°0 = 0.0795
3) Oszacuyj (S, = 60) Uzywajac nieréwnosci Markowa i Czebyszewa, CTG
NIEROWNOSC MARKOWA
ElSa| _ ES, _ 50 _
P(S, > 60) = P(|S,] > 60) < 22l = % — 50 — 833

NIEROWNOSC CZEBYSZEWA

< %) =

o/n S 5

P(S, < 60) = P(S, — EX < 60) = P(Si0 — 50 < 60 — 50) = P(Sjp0 — 50 > 10) <

P(|Si00 — 50| > 10) < (N.C) V5 = 0.25
CTG
1—®(1.9)=1-0.971 = 0.029
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