Odpowiedzi do pytan teoretycznych
Matematyka Dyskretna
Test 3

Pytanie 1. *Ile krawedzi ma drzewo o v wierzchotkach? Udowodnij indukcjg odpowiedni fakt.

Jezeli G jest drzewem, to €(G) = v(G) - 1.

Indukcja wzgledem |V| =n

n =1 - jest spelnione, bo jeden wierzchotek nie ma krawedzi
Bl = V] -1

|E| =0

n > 2 Istnieje u,v € G, {u,v} € E.

G\ {u,v} - sa to dwa drzewa G na n; wierzchotkach i G2 na ng wierzchotkach,
gdzie n; +ng = n oraz ni,ng | n

[E(G1)|=n1—1
[E(Ga)| =n2 —1
|E(G)] = |E(G1)|+ |E(G2)|+1=n1—14+na—1+1=n1+ng—1=n-1

Co nalezalo dowie$é.

Pytanie 2. Ile krawedzi ma las na v wierzchotkach sktadajacy sie z w drzew? Uzasadnij odpowiedz.

€ = v —w , z kazda usuniety krawedzia pomiedzy dowolnymi wierzchotkami otrzymujemy dwa
drzewa. (Poniewaz to las, to nie ma cykli, wiec bangla.)

Pytanie 3. *Co to jest krawedz ciecia? Jakie znasz warunki konieczne i dostateczne na to by dana
krawedz e = uv byla krawedzig ciecia?

Krawedzig ciecia grafu G nazywamy krawedz e taka, ze w(G — e) > w(G)

Dla grafu G = (V,E) oraz krawedzi e o koncach u i v nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. e jest krawedzia ciecia grafu G,

2. w(G—-e)=w(G)+1,

3. uivnie sg spojne w G - e,

4. e nie jest zawarta w zadnym cyklu grafu G
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Pytanie 4. Jak nazywa sie graf, w ktorym wszystkie krawedzie sa krawedziami ciecia? Odpowiedz
uzasadnij.

Graf spéjny jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jego krawedz jest krawedzia ciecia.
(Uzasadnienie jest w powyzszym pytaniu)

Pytanie 5. Podaj definicje drzewa rozpietego.

Rozpietym drzewem, grafu G nazywamy spdjny i acykliczny podgraf grafu G zawierajacego wszyt-
skie jego wierzchotki

Pytanie 6. *Podaj i krotko uzasadnij wzoér rekurencyjny na liczbe drzew rozpietych w grafie.

Niech G=(V,E) bedzie grafem, a 7(G) oznacza liczbe rozpigtych drzew grafu G. Jezeli e € E nie
jest petla w grafie G, to

7(G)=7(G—e)+7(G *e)

Zwroémy uwage, ze jezeli G nie jest grafem spojnym to 7(G) = 0, a jezeli G jest drzewem to 7(G) =
1

Pytanie 7. Podaj twierdzenie Cayleya. Z czego skorzystaliSmy w dowodzie przedstawionym na zaje-
ciach?

7(Ky) =n""?2

Istnieje bijekcja miedzy zbuorem wszystkich drzew rozpietych grafu pelnego a zbiorem ciagéw postaci
(t1,t2,...,th—2) takich, ze 1< t; < n. Bijekcja ta nazywa si¢ kodem Prufera.

Pytanie 8. *Co nalezy dodaé¢ do BFS, zeby w grafie bez wag znajdowal on najkrétsze $ciezki z
ustalonego wierzchotka do pozostalych?

Podczas przechodzenia przez graf dla kazdego wierzchotka odwiedzanego po raz pierwszy zapisu-
jemy jego poprzednika (to pozwala nam jednoczesnie stwierdzi¢, ktore wierzchotki byly odwiedzone).
By otworzy¢ najkrotsza $ciezke z danego wierzchotka, wystarczy przejsé po jego poprzednikach.

Pytanie 9. Opisz strukture danych wykorzystywang w BFS.

W BFS wykorzystywana jest kolejka. Jesli jestedmy w wierzchotku V4 , ktéry znajduje sie na
poczatku kolejki, to na koniec kolejki dodajemy wszystkie wierzcholki przylegte do Vy (ktére jeszcze
nie zostaly odwiedzone) i wymazujemy z kolejki Vj (V) i dodane wierzcholki tworza krawedzue drzewa
BFS). Czynnosé powtarzamy rozpatrujac kolejne wierzcholtki z poczatku kolejki, az bedzie pusta.

Pytanie 10. Opisz strukture danych wykorzystywana w DFS.

W DFS wykorzystywany jest stos. Jedli jestedmy w wierzchotku Vj, ktéry jest na szyczycie stosu, to
bierzemy jeden dowolny wierzchotek przylegly do Vj, ktéry nie zostal jeszcze odwiedzony i dodajemy
go na szczyt stosu. Jedli nie bedzie mozna juz nigdzie doj$¢ z danego wierzchotka, wtedy zdejmujemy
go ze stosu. Czynnos$¢ powtarzamy, az stos bedzie pusty.

Pytanie 11. Opisz gltowng idee algortmu Kruskala
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Dla zadanego spdjnego grafu wyznaczamy minimalne drzewo rozpinajace.

Pytanie 12. *W jaki sposéb w implementacji algorytmu Kruskala mozna sprawdzaé, czy kolejng
krawedz nalezy zaakceptowac?

Do szybkiego rozpoznawania czy krawedz zamyka cykl mozemy wykorzystaé¢ technike etykietowania

Pytanie 13. *Jak algorytm Kruskala mozna wykorzysta¢ do znalezienia drzewa rozpietego o maksy-
malnej wadze? OdpowiedZ uzasadnij.

Mozemy wykonywaé¢ podany algorytm:

a) Nalezy posortowaé krawedzie grafu G malejaco wedlug wag. Niech T bedzie zbiorem krawedzi
zawierajacym drzewo rozpiete o maksymalnej wadze. Ustawiamy T=() .

b) Dodajemy pierwsza krawedz do T.

c¢) Dodajemy kolejna krawedz do T tylko i tylko wtedy, gdy nie tworzy ona cyklu w T. Jesli nie
ma juz kolejnych krawedzi do dodania, konczymy.

d) Jezeli T zawiera n - 1 krawedzi (gdzie n to liczba wierzchotkéw w G) kohczymy i wypisujemy
T. W innym przypadku wracamy do kroku c).

Pytanie 14. Podaj definicje grafu eulerowskiego i poteulerowskiego.

Szlak, ktéry zawiera kazda krawedz grafu G nazywamu SZLAKIEM EULERA grafu G.

OBCHOD grafu G to skoniczony, domkniety spacer przechodzacy przez kazda krawedz G przy-
najmniej jeden raz.

OBCHOD EULERA jest obchodem zawierajacym kazda krawedz grafu G dokladnie jeden raz
(po prostu szlak Eulera).

Graf nazywawy EULEROWSKIM jezeli zawiera obch6d Eulera.(Dokladnie raz, domkniety)

Graf nazywamy POEEULEROWSKIM jezeli zawiera szlak Eulera.(Dokladnie raz, ale nie musi
by¢ domknigty)

Niepusty spdjny graf jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada wierzchotkéw o niepa-
rzystym stopniu.

Graf spdéjny ma szlak Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy ma co najwyzej dwa wierzchotki stopnia
nieparzystym stopniu.

Pytanie 15. Podaj warunek konieczny i dostateczny, by graf byl eulerowski.
Warunek konieczny: graf G jest eulerowski jesli posiada wszystkie wierzchotki stopnia parzy-

stego.

Warunek dostateczny: jezeli graf G ma wszystkie wierzchotki stopnia parzystego, to ma cykl
Eulera (czyli jest grafem eulerowskim).

Pytanie 16. *Wywnioskuj z twierdzenia z poprzedniego pytania (podaj i udowodnij) warunek ko-
nieczny i dostateczny, by graf byt péteulerowski.
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Jezeli w grafie G istnieje droga prosta (niekoniecznie zamknigta) zawierajaca wszystkie krawedzie
grafu G, to taka droge nazywamy droga Fulera, za$ graf ten nazywamy grafem péteulerowskim.

Twierdzenie o drodze Eulera: Graf spojny majacy doktadnie dwa wierzchotki stopnia niepa-
rzystego ma droge Eulera.

Whiosek: Z powyzszego twierdzenia wynika, ze w grafie péteulerowskim, kazda droga Eulera musi
mieé poczatek w jednym wierzchotku stopnia nieparzystego, a koniec w drugim takim wierzchotku.

Pytanie 17. Opisz gltéwna ideg¢ algorytmu Fleury’ego.

Do znalezienia Sciezki/obchodu Eulera. Najpierw wybieramy dowolny wierzcholek i dodajemy o
do obchodu. Nastpnie dodajemy krawedz, ktora jest incydentna z ostatnio wybranym wierzcholkiem
i nie jest krawedzig ciecia danego grafu z wymazanymi krawdziami, ktére ju odwiedziliSmy, o ile taka
istnieje. Powtarzamy te czynnosé, az do drugiego kroku nie da si¢ wykonaé

Pytanie 18. Opisz problem chinskiego listonosza.

Listonosz odbiera przesylki z poczty, dostarcza je a nastepnie wraca na poczte. Musi oczywiscie
przejé¢ przez kazda ulice w swoim rejonie przynajmniej raz. Ze wzgledu na ten warunek pragnie wy-
bra¢ obchéd w taki sposéb by jak najmniej spacerowac.

W grafie z wagami definiujemy wage obchodu vg, e1vy...e,, v, jako

Problem chinskiego listonosza sprowadza sie¢ do znalezienia obchodu o minimalnej wadze w sp6jnym
grafie o nieujemnych wagach. Jezeli G jest eulerowski, to obchdd Eulera jest optymalny, poniewaz jest
obchodem przechodzacym przez kazda krawedz dokladnie jeden raz.

Pytanie 19. Podaj definicje grafu hamiltonowskiego i péthamiltonowskiego.

Graf, ktéry zawiera cykl Hamiltona nazywa sie grafem Hamiltona(grafem Hamiltonowskim).
Graf, ktory zawiera $ciezke Hamiltona nazywa sie grafem poéthamiltonowskim.
Sciezka zawierajaca kazdy wierzcholek v €V(G) jest nazywana Sciezka Hamiltona grafu G.

Cykl Hamiltona to cykl, ktéry zawiera wszystkie wierzchotki grafu G.

Pytanie 20. *Podaj i udowodnij warunek konieczny by graf byl hamiltonowski.

Nie istnieje prosty warunek konieczny i dostateczny na to, by graf byl hamiltonowski; mozna jed-
nak poda¢ szereg warunkéw koniecznych i osobno wystarczajacych na istnienie cyklu Hamiltona.

Jezeli graf G jest hamiltonowski, to dla kazdego niepustego podzbioru S zbioru wierzchotkéw V(G)
zachodzi

w(G—-85)<|Y|

Powyzsze twierdzenie stosujemy, by pokazaé, ze dany graf nie jest hamiltonowski.

Dowod: Niech C bedzie cyklem Hamiltona grafu G. Wtedy dla kazdego niepustego podzbioru S
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w(C—=98) < |S]
Poniewaz (C-S) jest grafem rozpietym grafem (G-S) mamy réwnanie:
w(C—-9)<w(G-295)<|5]

Co nalezalo dowiesé.

Pytanie 21. Opisz problem wedrujacego komiwojazera.

Podrézujacy komiwojazer pragnie zlozy¢ wizyte w pewnych miastach i zatozmy, ze chce on powrécié
do punktu startowego. Majac dany czas podrézy (koszt podrézy) pomiedzy miastami, jak powinnien
ulozy¢ plan podrézy aby wizytowaé miasta co najmniej raz i aby ta podréz byla najkrétsza (najtan-
sza). W termitologii grafowej sprowadza si¢ to do szukania cyklu Hamiltowna ($ciezki Hamiltona) o
minimalnej wadze w pelnym grafie wazonym.

Pytanie 22. Podaj definicj¢ zbioru niezaleznego wierzchotkdw.

Zbiér wierzchotkéw V’C V, pomiedzy ktérymi nie ma zadnej krawedzi. Innymi stowy kazda krawedz
w G jest incydentna z co najwyzej jednym wierzchotkiem w tym zbiorze. Doktadna definicja w 8.5.1
Kolorowanie wierzchotkéow grafu

Pytanie 23. Podaj definicje zbioru niezaleznego krawedzi — skojarzenia.

Podzbiér M zbioru krawedzi E nazywamy skojarzeniem grafu G jezeli M nie zawiera petli i zadne
dwie krawedzie z M nie sg przylegte.

Dwa konce krawedzi z M sa skojarzone przez M.

Pytanie 24. Podaj definicje wlasciwego kolorowania wierzchotkéw grafu i liczby chromatycznej grafu.

Przez k-kolorowanie wierzchotkow grafu G rozumiemy przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi
grafu G jednego z k koloréw 1, 2, ..., k. Kolorowanie jest wlasciwe jezeli zadne dwa rézne i przylegle
wierzcholki nie sa tego samego koloru.

Zatem wlasciwe k-kolorowanie wierzchotkéw grafu G (bez petli) jest to podzial (Vi, ..., V}) zbioru
V(G) na k (by¢ moze pustych) zbioréw sktadajacych sie z parami nieprzylegtych wierzchotkéw)

Liczba chromatyczna x(G) grafu G jest to najmniejsze k, dla ktérego G jest k-kolorowalny. Jezeli
X(G) = k to o G méwimy, ze jest k-chromatyczny.

Pytanie 25. Podaj definicje wtasciwego kolorowania krawedzi grafu i indeksu chromatycznego grafu.

K-kolorowanie krawedzi ¢ grafu G (bez petli) to przyporzadkowanie kazdej krawedzi grafu G jed-
nego z k koloréow ze zbioru K=1,2 ... k. Kolorowanie { jest wlasciwe jezeli zadne dwie przylegte
krawedzie nie sa tego samego koloru

Indeks chromatyczny (krawedziowa liczba chromatyczna) x’(G) grafu G bez petli, jest to najmniej-
sza liczba k dla ktérej graf G jest k-kolorowalny krawedziowo. Graf G jest k-chromatyczny krawedziowo
jezeli x’(G)=k

Pytanie 26. Podaj definicje grafu planarnego i grafu plaskiego.

Graf jest planarny (ukladany na plaszczyZnie) jezeli moze byé narysowany na plaszczyznie w taki
sposéb, ze jego krawedzie przecinaja sie jedynie w swoich koncach.
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Planarne ulozenie grafu planarnego to graf ptaski

Pytanie 27. Podaj twierdzenie Kuratowskiego

Twierdzenie Kuratowskiego - graf jest planarny wtedy i tylko wtedy gdy nie zawiera on Kj
(graf pelny o pieciu wierzcholkach) lub K33 3 (graf pelny dwudzielny o sze$ciu wierzchotkach, z ktérych
trzy sa polaczone z kazdym z pozostalych trzech) ani tez zadnego podziatu tych graféw (inaczej grafu
homomorficznego do ktéregos z nich)

Pytanie 28. Podaj definicje grafu dualnego do grafu ptaskiego.

Majac dany graf ptaski G mozemy zdefiniowaé inny graf G* w nastepujacy sposob:
Kazdej Scianie f grafu G odpowiada wierzchotek * w G* i kazdej krawedzi e z G odpowiada w G*
krawedz e* przy czym dwa wierzchotki f* i g* z G* s potaczone krawedzig w G* wtedy i tylko wtedy
(eh znowu te wydry) gdy odpowiadajace im Sciany f i g sa oddzielone przez krawedzie w G. Graf
G* jest nazywany grafem dualnym grafu G. Latwo zauwazy¢, ze graf dualny G* do grafu ptaskiego
G jest planarny. Latwo réwniez pokazaé, ze jesli G jest spdjny, to graf dualny G** do grafu G* jest
izomorficzny z G

Pytanie 29. *Podaj i udowodnij wzér Eulera.
Wzoér Eulera. Jezeli G jest spojnym grafem plaskim, to v —e+ ¢ =2
Dowdd:
1. ¢=1 - G jest acykliczne, sp6jne drzewo
2. Wz6r Eulera jest prawdziwy dla spéjnych plaskich graféw w k Scianach (¢ = k)
3. Wzér Eulera jest prawdziwy dla spéjnych ptaskich graféw w k+1 $cianach.
4. Niech G bedzie spdjnym, ptaskim grafem o k+1 Scianach.
G ma conajmniej dwie éciany - G ma cykle.
Niech e bedzie krawedzig, ktéra nie jest krawedzia ciecia.

Niech (G-e) bedzie spdjnym, plaskim grafem o k $cianach

7 zalozenie indukcyjnego:
v(G—e)—e(G—e)+o(G—e)=2

V(G) — (£(G) —1) + k=2
V(G) — £(G) + o(G) =2

Co nalezalo dowiesé.

Pytanie 30. Podaj wniosek ze wzoru Eulera o minimalnym stopniu grafu planarnego.

o Wszystkie grafy ptaskie danego spdjnego grafu planarnego maja taks sama liczbe Scian.
e Jezeli G jest prostym grafem planarnym o v, v>>3 wierzchotkach, to ¢ < 3v — 6.
e Jezeli G jest prostym grafem planarnym to § <5.

e K5iK3 3 nie jest planarny
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Pytanie 31. *Udowodnij, ze K5 nie jest grafem planarnym.

W przypadku K35 jest to jasne, bo K5 nie spelnia nieréwnosci k£ <3p-6, ktora jest warunkiem ko-
niecznym planarnoéci. (k - krawedzi, p - wierzchotki).

Mianowicie dla K5 mamy p=>5 i k=10,1i 10 = k < 3p-6 = 9.
Co nalezalo dowiesé.

Pytanie 32. *Udowodnij, ze K33 nie jest grafem planarnym.

W przypadku K33 nie ma tak dobrze bo
k=9,p=6
9 = k < 3p-6=12.

Potrzebna bedzie jakas sztuczka. Zauwazmy, ze K33 jest dwudzielny, wiec kazdy jego cykl, a co za
tym idzie granica kazdego regionu, sktada sie z co najmniej 4 krawedzi.

Stad w dowodzie nieréwnoéci f<k mozemy napisaé, ze
4f <rp+ro+ . +rp <2k
zamiast 3f < ryp + 12 + ... + 1y < 2k jak w oryginale.
Stad dostaniemy f < k = k.
Wstawiajac do ostatniej nieréwnosci f = k-p+2
otrzymujemy 2k —2p +4 < k, czylik <2p —4
a tej nieréwnosci K33 juz nie spetnia.
Co nalezalo dowie$é.
Pytanie 33. Podaj twierdzenie o czterech kolorach.
Kazda mape mozna pokolorowaé czterema kolorami. Jesli graf G jest planarny, to x(G) <4

Mapa to graf plaski nie zawierajacy mostow. (Most — krawedz grafu spéjnego ktérej usuniecie z
grafu rozspdjnia go)



