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Zajecia nr 1
Program zajeé: przypomnienie definicji funkcji, wyznaczanie dziedziny funkcji i jej
zbioru wartoéci, skladanie funkcji, monotoniczno$é funkcyi, funkcja odwrotna

Zadanie 1. Wyznacz dziedzing ponizszych funkeji:

2z +vz -1 b) f(z) = V—22 + 52— 6

) f@) = o

G 1
Zadanie 2. Wyznacz zbiér wartosci funkeji:
1 1
a) f(x)=v—-22-52—-6 b =z+= = v
) f(z)=V=2T—52-6 b) fz) =c+ - )/ (@) 7T .

UZadanie 3. Niech

a) f(z) =22+2z, g(z) =z +3 b) f(z) = sinz, g(z) = €+

Wyznacz
1. fof 2. goyg 3. fog 4. gof

Vv Zadanie 4. Wyznacz g o f, gdzie:

z+1, <0 z?, <0
e 9 xIr) =
/(=) {w—l, z20 (=) {x", z2>0.
UZadanie 5. Przedstaw ponizsze funkcje jako zlozenie funkcji ” prostszych”:

a) h(z) = ¢In(z?+5) b) h(z) = el=+sine

¢) h(z) = (1 +2%" d) h(z) = sin (s

@ Zadanie 6. Zbadaj monotonicznosé nastepujacych funkcji:

a) f(z) =z*+4z -3 @f($)=\°/:—nl_——1 !

Zadanie 7. Niech funkcja f : R — R bedzie dana wzorem flx) = 22°+1 {zasadnij, ze
jest ona rdznowartos$ciowa, wyznacz jej zbiér wartosci i wzér funkeji do niej odwrotnej.
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Zaje¢cia nr 2
Program zajeé: zbiory ograniczone z dolu (z goéry), kres dolny i kres gérny, definicja
cigou, monotonicinodé 1 ograniczonosé ciggu

Zadanie 1. Zbadaj ograniczonosé i wyznacz kresy zbiorow:
: a).4={1+'—12-:n€N} V b) B={2":n€Z}
)

2

m

2 3
:n,meN} d)D={———:n,meN}
m n

3

veoc={Z+

o E={m 1 f) E={01, 0.11, 0.111,...}
- n2+3 ) = .1, V.11, . yowe

Zadanie 2. Niech A4, B C R beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Pokaz, ze:

) inf(4) < sup(4) b Zriemomia

b) sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)} Oﬁb\mh W W araw

c) sup(A + B) = sup(A) + sup(B) sph € Sup &
Zadanie 3. Niech f,g: R — R beda funkcjami ograniczonymi. Pokaz, ze

sup{f(z) + g(z) : = € R} < sup{f(z) : = € R} +sup{g(z) : z € R}

Podaj przyktad funkcji f i g dla ktérych powyzsza nieréwnosc jest ostra.
Zadanie 4. Znajac kilka poczatkowych wyrazéw ciagu wyznacz jego wzér ogdlny.
v 8 1,3,5,7,9,... v b) 1,3,7,15,31,63,...

c) 0,1,0,1,0,1,... d) 0.7,0.77,0.777,. ..
Zadanie 5. Wyznacz wzér ogdlny ciagu (an) takiego, ze:

a) a1 =2, @ny1 = 2a,
Yb)a; =1, a,41 =(n+1)a,

c)ar=1,a,41=(Mn+1)+a,
Zadanie 6. Zbadaj monotoniczno$¢ i ograniczono$¢ ponizszych ciggéw:

) an = gy b) an = ) an = (<L

3
d)a"=(1+;li) e) a1 = V2,ant1 = V2 + an.
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Zajeocia nr 3
Program zqj¢é: defimicpa grancy crggu t definicja crggu Cauchy’eqo, podstowowe wla-
snosder granac v proste technikr obliczama granic
Zadanie 1. Korzystajac z definicji granicy ciggu uzasadnij podane réwnoéci;
a) b)
Iim 3—n = =1 —
n—con + 4 nto 21+
Zadanie 2. Uzasadnij, ze ponizsze ciggi nie sq zbiezne:
ﬁ,. B.) an = ("1)“ b) ap = 4}7:"","3'
* Zadanie 3. Oblicz granice nastepujacych ciggdw:
n n —— 17
’Q)a"=;1—; b) an=nk=l (1-—-;1;-)‘) €) Gn = ey
n 2n-1)?
d) an = Pl 7@a=L—§>ig,—ﬂ B an = Z5%
*’ Zadanie 4. Oblicz granice nastepujepcych ciagbw: Novamalne H\j L\OCCJO”Y'a
n,an n n N __ 2n43n
B) an = Z22 A o) = Q) n = HEF ML SHOSUENTY
- 3 Zadanie 5. Oblicz granice nastgpujacych ciagéow: o DH. (‘X,OL%C‘ o
8) an = (VA2 ¥ dn ¥ 1 - Vi + 2n) b) a, = iz ‘)M
o 38n NERAEY) @G _ 143+4..+4(2n-1) Q“’ = 7‘-9
Qn = a1l n T 2+4+..+2n
= 1)
Zadanie 6. Uzasadnij, ze ciag dany rekurencyjnie: i&&)—__—__ /z
~ a1 =V?2, app1=v2+a,dlaneN "m JCAx 5’“)
A\

jest zbiezny i wyznacz jego granice.

Zadanie 7. (Algorytm przyblizania pierwiastka z danej liczby)
Niech S > 0 i niech ciag (an)nen bedzie zdefiniowany nastepujaco:
1 S
a; =a, aGpny1 = "2' (an-i- a—) dlan € N,

gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista wieksza niz v/S. Uzasadnij, ze ciag ten jest zbiezny
i jego granica wynosi VS,
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; Zaj¢cia nr 4
Program zajeé: zastosowanie twierdzenia o trzech ciggach, liczba e, punkty skupienia
crggow

A Zadanie 1. Oblicz granice nast¢pujacych ciggow:

\N\ﬂn = Y2 +3 +4" b) a, = 3+ sinn
_ /3 , _ g 1
®) an = {55 @n—azl—n"'nz—frz‘*-““”m =) 52 ovey N,\;a;wj/

| = oo | o gin (13
| \(‘)\an = Tn+l f)/ n mSln 41n(n+3)

¥< Zadanie 2. Oblicz granice nastepujacych ciagéw:

. \a’) a, = (1 + %)n “b)\an = (1 _ %)37;
R an = () N an = (5
. ... , ) ™ sini . "
Zadanie 3. Pokaz, ze ciagg okreslony nastepujaco: an = Zx T jest zbiezny.
1=

Zadanie 4. Niech (a,) bedzie ciagiem o wyrazach niezerowych takim, ze

hm la’n+1 I
n—oo

=qg<1.

Uzasadnij, ze ciag (a,) jest zbiezny do zera.

X Zadanie 5. Uzasadnij, ze podane ciggi sa zbiezne do zera:

n!)?

8) an = 190" b) an = Gk

Zadanie 6. Znajd? punkty skupienia, granicg dolna i gbérng nastepujacych ciagéw:
v ber lwololoednienie ne

® koo laam.

L a) a, = (—1)"
b) an = 1+ 3(—1)"* +4(=1)"%>

(-1)"n

C) an = n+l
d) a, = 55 sin (n7 + §)

Zadanie 7. Pokaz, ze ciag {sinn},en nie jest zbiezny.
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Zaj¢cia nr 5

Program zaj¢é: definicja szerequ nieskoriczonego, szereg geometryczny, warunek ko-
nieczny :bieznosct szerequ, kryterum poréwnawcze

Zadanie 1. Rozpatrujac ciagg sum czgéciowych zbadaj zbiezno$¢ nastepujacych szeregéw:

9So wEer (+DO5:!
'1)::10 )n§=:l( 1) c) n+1) 'Zln 14— oopn
t’rLu/m Y17
Zadanie 2. Pokaz, ze dla kazdego m € N i kazdego z # 1 mamy ‘kyy e 7 //

V V xX#F4 ixn_xl—x”‘
meN ) xeR e A
T—— > INDUKC)s

Wywnioskuj stad, ze dla |z| < 1 mamy

oo
Z (1- a:)
Zadanie 3. Pokaz, ze

Zadanie 4. Oblicz sumy nastepujacych szeregéw:

a) l+1+5+i+5+-

@1+$+£7+1—;';—3+1—},7++£g+%..

Zadanie 5. Zbadaj zbieznos$é nastepujacych szeregéw:

oo}

= 1
a),‘g{‘/ﬁ b),;n(\/n2+l—\/n2_1)

Zadanie 6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego, zbadaj zbieznosé nastgpujacych
szeregow:

) $an() ) e ( ) @z (3)

oo mzﬂ 3n
@E%(”n+l—‘/ﬁ> Z: /@ 4n15n
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Zaj¢cia nr 6
Program zqjeé: krytema thieinosci szeregéw cigy dalszy, szeregi naprzemienne wraz z

os:acowaniem sumy tych szeregow

Zadanie 1. Korzystajac z kryterium d’Alemberta, Zbadaj zbiezno$é nastepujacych sze-
S (U = nl 22, (nl)*
N — —
{ MER  TOLE
n= n=

00 n®
P Yl \69(7;271_*_371

Zadanie 2. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego, zbadaj zbieznoéé nastepujacych szere-

regow:

gow:
RS 2 oo 00 n
va) Yy RS- >>.)/Zl(atrctg(n2 +1)" ){ 2 (27::_ 1)
(n)"

ys\i ("—E‘;)n %ni::l (nil>n2 2 ?@2 n"

oo
VZadanie 3. Korzystajacz kryterium zaggszczeniowego pokaz, ze szereg » = jest zbiezny

n=1

wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1
Zadanie 4. Korzystajac z kryterium Leibniza, uzasadnij zbieznoé¢ nastepujacych szere-

gow:
o 1 i N
-1)"— b -Hn—"
’ a)nz-—-:l( N v )n;( )n+100
Czy szeregi te sa zbiezne bezwzglednie?
[ ]
1
2 Zadanie 5. Oblicz sume szeregu E(—l)"—g z dokladnoscig do 0.01.
. S
Zadanie 6. Wyznacz zbidr tych z € R dla ktérych podane szeregi sg zbiezne:

n=1 n=1

a) i (_nﬁ(x w9 vb) i (_”%_3_)3 Z @i g™
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Zaj¢cia nr 8
Program zajeé: pojecie granicy funkcji, granice jednostronne, definicja cigglo$ct funkcy

Zadanie 1. Wyznacz punkty skupienia nastgpujacych zbioréow:

Va) A=(01) b) B=(0,1)U(1,2)

(M @ c=R\) Ay BT

Zadanie 2. Korzystajac z definicji (w sensie Cauchy’ego i w sensie Heinego) pokaz, ze
lim f(r) = g, gdzie:
I—IXo
v 8) f@)=2r+1,20=1,9g=3 b) f(z) = & 20 =29=3
Zadanie 3. Pokaz, ze nastepujace granice nie istnieja:
e |z
- v im —
@ (@) tmein () b) im

Zadanie 4. Oblicz nastgpujace granice:

2 _1 2 -1 z? — 52 +6
Vol T = - im ———————
a) lim —— b) lim ——— Voo lim v 20
B d) lim vVi-z-3 ) lim .n(114.'r+1)
—-8 24 Yz M z
Zadanie 5. Oblicz nastepujace granice:
T sin 2z
) b) 1i
v a) ¥—~0 sin 3z ) 220 sin 3z
&) Tim sin 5:c‘— sin 3z ) T tg 3z
z—0 sinx =0 tgz
Zadanie 6. Oblicz:
: 2 T+ . T4z
e Jim = Ry 9 A3
. . 4z . sinz
d Jigvarl-vz e lim ey B Jim =
Zadanie 7. Niech .
ez, <0
f(z) =40, z=0

sin (%) z>0.

Zbadaj istnienie granicy funkcji f w punkcie zo = 0. W ktérych punktach funkcja f jest
ciagta?
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Zajecia nr 9

Prpgmrrl ;ajeé: cigglo$¢ funkcji, wlasno$é Darbous, obliczanie pochodnej funkcji z defi-
nicyi, technike obliczania pochodnych

Zadanie 1. Sprawdz, czy nastepuje funkcje sq ciggle na R:

V a) b)
2r+1, >0 222741
f X)) = ’ z . z—1 » T ?é 1
() 441, <0 f(=) 3, o =

Zadanie 2. Dobierz parametry a i b tak aby funkcja f dana wzorem

x+%, z<0
f(z) = xé”i;36+ax+b, 0<z<3
($_3)21 23

byla ciagla na calej prostej rzeczywiste;.
Zadanie 3. Uzasadnij, ze kazdy wielomian nieparzystego stopnia posiada miejsce zerowe.
Zadanie 4. Uzasadnij, ze wielomian P(z) = z® + 3z? — 3 posiada trzy rézne miejsca

zerowe.
Zadanie 5. Uzasadnij, ze réwnanie (1 — z) cosz = sinz ma rozwigzanie znajdujace sig

w przedziale (0, 1).
Zadanie 6. Uzasadnij, ze wérdd prostokatéw o obwodzie 1 istnieje taki, ktéry ma naj-

wieksze pole. Znajdz ten prostokat.

V Zadanie 7. Niech f : [a,5] — R bedzie funkcja ciagla taka, ze f(a)f(b) < 0. Uzasadnij,
ze funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale (a,b) i zaprojektuj algorytm wyznaczania

tego miejsca zerowego z zadang doktadnoscia.

V Zadanie 8. Oblicz pochodna funkeji f(z) = z* w punkcie zo = 2.
Zadanie 9. Oblicz pochodna funkcji f(z) = /T w punkcie o = 1.
Zadanie 10. Zbadaj istnienie pochodnej funkcji

4z +2, =z<1
f )—{2z2+4, r>1

w punkcie 7o = 1.
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Zaj¢cia nr 10

Program zajeé: techniki obliczania pochodnych, twierdzenie o wartosci $redniej, styczna
do wykresu funkcyi

Zadanie 1. Oblicz pochodne nast¢pujacych funkcji:

Vv a) f(x) =r’+a:7+xi2+€/5 ‘/b) f(z) =sinz+4cosz  y c) f(z) =2Inz — 3arctgz

V) J(@) = 2*BInz-14v7) Ve) f(z) = e*ctg UDFIORERS
Vig) f(@) =™ 2 h) f(z) =sin(cosdz) Vi) f(z) = sinSr o
T ; = 11 _ zeVats = Nn 1
1) f(@) = (1+14v7) W f@) = hmrs D f@= 1 (z &, 1)
* @/ (z) = z° *@ f(z) = (2z + 3)1-= o) f(z) = arctg(2z + 3)

Zadanie 2. Oblicz pochodng funkcji

3, z<0

f(z) = {—.7:3, £>0

\/Zadanie 3. ZnajdzZ styczng do wykresu funkcji f(z) = z2 + 3 w punkcie zo = 1.
Zadanie 4. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(z) = % réwnolegtych do
prostej y = 4z + 10.

Zadanie 5. Niech f : R — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Zatézmy, ze f(0) = —3 i
f'(z) > 2 dla z € R. Co mozemy powiedzie¢ o f(1)?

Zadanie 6. Droge przebyta przez punkt materialny opisuje funkcja s : [0, 00] — [0, 00,
s(t) = t? + 2t. Wyznacz predkosé tego punktu w chwili ¢y = 1.



TR R e st

Zaje¢cia nr 11

Program zajeé: ekstrema lokalne, monotoniczno$é funkcji, zadania optymalizacyjne, po-
kazywanie nierdwnosci

Zadanie 1. Wyznacz ekstrema lokalne i zbadaj monotonicznos¢ funkeji:

Va) f(z) = a*+ 32> — 9z - 2 b)f(x)z‘/_l—:_ﬁ

z2

¢) f(z) ="+ (22? - 3) d) f(@) = 2=

Zadanie 2. Wyznacz najmniejsza i najwigkszg warto$¢ funkcji

f@) = e

w przedziale (1, 3].
Zadanie 3. W kule o promieniu R wpisz stozek o najwickszej objetosci.

Zadanie 4. Jakie wymiary powinno mieé naczynie w ksztalcie otwartego walca o obje-
tosci V i grubosci $cinek a, tak aby ilo§¢é materialu potrzebnego do jego produkcji byta

najmniejsza?
Zadanie 5. Pokaz, ze funkcja f(z) = ze™" jest réznowartosciowa na przedziale (2, +00).
Zadanie 6. Pokaz, ze dla kazdego z € R mamy
2z arctgz > In(1 + z?).
Zadanie 7. Pokaz, ze
1
2lnzr <z ——
x

dla z > 1.

Zadanie 8. Oblicz przyblizong wartos¢:

a) V63 b) sin(59°)

R
. ‘['—ra'b] >R, { J,U)b ré2ni ctkowalng na @,b—)

L i ¥y paug $I90) o £ job rosmaca
lu _V_ ’ *D ) f MC.%CQ

¥ o 6 <o, f o /

EF Pouierm‘a , W Pu_nhk x, &D J;/;t Mmin ,LOkaln"(m

e ot 3o ¥, (gingea) 11EH)



ANALIZA MATEMATYCZNA
3 PODSTAWY ROZNICZKOWANIA

POCHODNE FUNKCI ELEMENTARNYCH

(@) = ax" 1 gdzie a € R jest staly

(@) =a"lna [a >0,a # 1]

° ((..r)l - (,.r

o (log, v) = = [a>0,a #1]

xrlna

e Inx) =1

e (sinx) =cosx

e (cosr) = —sinx
o (tgz) = 5=

o (ctgz) = —

REGULY ROZNICZKOWANIA

(f(@) £ g(x))" = f'(2) £ ¢'(2)
(c- f(l)), = c- f'(x), gdzie c € R jest stala

(F(x)g(x)) = f(2)g(z) + f(z)g ()

(f_(:r_) ) _ fl(2)g(@) — f(z)d'(x)
*\o@/ ~ 9 ()

o (fog(@) = f'(9(z)d'(z)
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Zajg¢cia nr 13
Program zajeé: podstawowe techniki obliczania calek nieoznaczonych

Zadanie 1. Oblicz nast¢pujace calki nicoznaczone:

V a) /:r+3.r2+\/5+£§dx\/b)/sinx+cosx+x2il{yc) /e“““Jridz

V d) [ cos(1ap 7)dx " o) fﬁl_ﬁ) dx Vi) /-(—%l)id:c

Zadanie 2. Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez podstawienie, oblicz nastepujace
calki nieoznaczone:

V a) /xzeradr V b) /sin3 a:d::;* Vo) /lr;—zdz
d) /(1 +z)"%dz e) /Jﬁcos(\/fi)dr \4)) /—l—ia—x—"dz

Zadanie 3. Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czgéci, oblicz nast¢pujace catki
nieoznaczone:

Va) f(z +1)e™*2dz V/b) /:1:6 Inzdz Vo) /(m2 + 2) cos zdx
d) /e’sinxdz e) /lnxdm f) /(z +1)3e"dz
Zadanie 4. Oblicz nastepujace calki nieoznaczone:
a-)—]Laﬂ"tg'Tu‘I @ /:cse’adx

1

2 N
@/m zdz d)/x2+2x+1o“’
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